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Soluzione 

Punto 1 

La funzione assegnata può essere scritta (usando la funzione coseno iperbolico o catenaria, 

cosh( )
2

x xe e
x


 ) nella forma: 

( ) 2 cosh( )f x x a x a     . 
L’uso delle funzioni iperboliche rende alcuni passaggi più veloci, ma si poteva anche procedere senza 
usare esplicitamente le funzioni iperboliche (che non sono nominate nelle Indicazioni Nazionali!). 
E’ una funzione pari e negli estremi è nulla. Si tratta di una catenaria cambiata di segno e traslata 
“verso l’alto” di 2 . 
Per x=0, si ha (0) 2 1f   . In questo caso, la “ruota quadrata” ha il  lato parallelo all’asse x. Questo 
valore della funzione fa congetturare che si abbia come ordinata costante del centro del quadrato 

2d  , perché il lato del quadrato ha lato 2. 
Si ha  

'( ) sinh( )f x x a x a     , dove sinh( )
2

x xe e
x


 . 

Quindi il massimo di ( )f x  si ha per x=0. 
La derivata seconda è 

''( ) cosh( )f x x a x a     . 
Quindi la funzione è concava nel suo dominio. 
Poiché negli estremi dell’intervallo a x a    si deve annullare, si ha: 

2 cosh( ) 0x  , ovvero 

2 0
2

x xe e
  . 

Posto xt e , si ottiene l’equazione di 2° grado 
2 2 2 1 0t t   . 

Le soluzioni sono 2 1t   . Poiché xt e  si ottengono le soluzioni ln( 2 1)x   . Ma deve essere 
0 1a  , perché il segmento a x a    deve avere lunghezza minore di 2. Quindi l’unica soluzione è 

ln(1 2) 0,88a    . 
 
Punto 2. 
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Il profilo della pedana, pensato come una funzione, deve avere punti angolosi in x a   (oltre che in 
3 , 5 ,...a a  ). 

Ragioniamo su x a . 
La “ruota quadrata” in questo punto deve avere una diagonale perpendicolare all’asse delle ascisse. 
La derivata prima sinistra in questo punto è: 

 ' ( ) sinh( ) sinh ln(1 2) 1f a a        . 

La derivata prima destra nello stesso punto vale 1 (basta ripetere calcoli analoghi ai precedenti). Quindi 
le rette tangenti alla curva nei punti angolosi sono tra loro ortogonali. 
La lunghezza della curva grafico della funzione ( )f x  sarà ovviamente 2 [si deve supporre un moto di 
puro rotolamento, cosa non detta dal testo]. Per dimostrarlo calcoliamo il seguente integrale, che 
fornisce la lunghezza della curva: 

 
21 '( )

a

a
l f x dx


  . 

Ricordando che il coseno iperbolico e il seno iperbolico sono legati dalla relazione 
2 2cosh ( ) sinh ( ) 1x x   ( ovvero 2 2 1X Y  ), osservando anche che il cosh( )x  è una funzione pari, si 

ottiene: 

 2
00

1 sinh ( ) cosh( ) 2 cosh( ) 2 sinh( )
a a a a

a a
l x dx x dx x dx x

 
         

   1 12sinh( ) 2sinh ln 1 2 2 1 2 2
2 1 2

a
 

         
 

 

 
Punto 3 
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Dalla figura si ricava che L è il punto medio del lato DE del quadrato. Quindi CL misura 1. Dalla 

similitudine dei due triangoli rettangoli, posto ˆMAL LCA   , si ha cosCL AC   , da cui si ricava 
1 sec

cos
AC 


  . 

Possiamo quindi scrivere l’ordinata del centro C del quadrato nel seguente modo: 
1( ) ( ) ( ) ( ) sec

cos
d x y A AC f x f x 


      . 

Poiché tan '( ) sinh( )f x x    , si ha 2 2sec 1 tan 1 sinh ( ) cosh( )x x      . 
Quindi l’ordinata del centro del quadrato in funzione di x sarà: 

( ) ( ) sec 2 cosh( ) cosh( ) 2d x f x x x      . 

Si ha pertanto che l’ordinata d del centro della “ruota quadrata” è costante, con 2d  . 
 
Punto 4 

Il grafico della funzione è analogo a quello visto al Punto1. Anche in questo caso la funzione si può 

scrivere nella forma  2 ln(3) ln(3)( ) cosh( ), con
2 23

f x x x     , ovvero  ln 3 ln 3x   , con 

 ln 3 0,55 . 

Il grafico è il seguente: 

 
In questo caso si vede che la “ruota” ha la forma di un esagono regolare. 

I punti angolosi sono i punti di ascissa  ln(3) ln 3
2

x     . Calcolando la derivata prima sinistra in 

ln(3)
2

x   si trova   ' ln3 3sinh ln 3
2 3

f
 

    
 

. 

Quindi l’angolo formato dalla retta tangente al grafico del profilo della guida con l’asse delle ascisse è 
in questo caso di 150°. 

Il poligono è quindi un esagono regolare e la lunghezza della curva 2 3
3

l   è uguale alla misura del 

lato dell’esagono regolare.  
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